Eksamen 02105, F11 side 1 af 12 sider

Danmarks Tekniske Universitet

Skriftlig prgve, den 23. maj 2011.

Kursusnavn: Algoritmer og datastrukturer I Kursus nr. 02105.
Varighed: 4 timer

Tilladte hjelpemidler: Alle skriftlige hjeelpemidler.

Veegtning af opgaverne: Opgave 1 - 24%, Opgave 2 - 16%, Opgave 3 - 20%, Opgave 4 - 20%, Opgave 5
- 20 %.

Veaegtningen er kun en cirka vaegtning.
Alle opgaver besvares ved at udfylde de indrettede felter nedenfor. Som opgavebesvarelse

afleveres blot denne og de efterfglgende sider i udfyldt stand. Hvis der opstar pladsmangel
kan man eventuelt benyttes ekstra papir som sa vedlsegges opgavebesvarelsen.
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Eksamen 02105, F11 side 2 af 12 sider

Opgave 1 (kompleksitet)
1.1 Angiv for hver af nedenstaende udsagn om de er korrekte:
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xnt —100n® = O(n?)
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(logn)? = O(n)

in® = Q(n°)
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n = O(3")

[«] [+ O

O 0O

nt(n—1)/5=0(n®)
1.2 Skriv fglgende liste af funktioner op i voksende raekkefglge efter asymptotisk veekst. Dvs. hvis funktio-
nen g(n) folger umiddelbart efter funktionen f(n) i din liste, sa skal der geelde at f(n) = O(g(n)).
5000(log n)?
4an

1n? —10000n
nl/100
4dnlogn

Svar: 5000(logn)?  n!/1%  4n  dnlogn  in? — 10000n

1.3 Antag at du har en algoritme hvis koretid er praecist 2n3. Hvor meget langsommere kgrer algoritmen
hvis du forbdobler inputstgrrelsen?

dobbelt sa langsom 3 gange langsommere 4 gange langsommere

8 gange langsommere 16 gange langsommere

1.4 Betragt nedenstaende algoritme.

Algorithm 1 Lgkkel(n)

1: for i =1 ton do
22 forj=1ton+1—1ido

3: print i+ j
4:  end for
5: end for

Kgretiden af algoritmen er
©(logn) O(n) O(nlogn) O(n2logn) O(n3)
O(n?) o(2") O(n?) [1]e(vn)
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Eksamen 02105, F11 side 3 af 12 sider

1.5 Betragt nedenstaende algoritme.

Algorithm 2 Lgkke2(n)
1e1=1
2: while (i < n) do
3: for j=1tondo

4 1=1+1
5 end for

6: =217

7: end while

Kgretiden af algoritmen er
©(logn) O(n) O(nlogn) O(n?logn) O(n?)
O(n?) o(2") O(n') O(vn)

Opgave 2 (grafer)

2.1 Angiv et korteste veje tree for nedenstaende graf nar korteste veje beregningen sker med hensyn til
startknuden A. Angiv for hver knude afstanden fra knuden A.
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Eksamen 02105, F11 side 4 af 12 sider

2.2 Betragt nedenstaende graf G.

A »( B

®

@ »(H

a) Angiv et BFS tra for grafen G nar BFS genemlgbet starter i knuden A. Angiv BFS-dybde/lag for hver
knude. Det antages at incidenslisterne er sorteret i alfabetisk orden.

b) Angiv et DFS trae for grafen G, nar DFS genemlgbet starter i knuden A. Angiv en DFS nummerering
af knuderne (en DFS nummerering er den raekkefglge knuder bliver besggt i). Det antages at inci-
denslisterne er sorteret i alfabetisk orden.

118 2111
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Eksamen 02105, F11 side 5 af 12 sider

2.3 Angiv en topologisk sortering af knuderne i nedenstaende graf.

ot
/®

© ®

D,B,E, G, C,F, HA.
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Opgave 3 (modellering og anvendelse af algoritmer /datastrukturer)

I det lille land Algostan har man besluttet, at lave et registersystem. I forste version af systemet skal registret
kun kunne handtere fglgende tre operationer:

e INIT(n): Initialiser registret, sa det kan handtere et maksimum pa n personer i registret.

e INDSET(CPR, indkomst): Indseet en person med cpr-nummer CPR i registret. Til personen skal
der tilknyttes en oplysning om arlig indkomst indkomst i kr. Det antages, at registret ikke allerede
indeholder en person med cpr-nummer CPR i forvejen.

e SLETLAVESTEINDKOMST(): Returner cpr-nummeret for en person, der har den laveste indkomst, samt
slet denne person fra registret.

3.1 Beskriv hvordan forste version af registret kan laves, sa INIT(n) tager tid O(n), og de to andre opera-
tioner tager tid O(logn), hvor n er det maksimale antal personer der kan veere i registret. Husk at begrunde
dit svar og at argumentere for kgretiderne.

Vi bruger en min-hob H som datastruktur med indkomster som nggler og CPR nummer som satellitdata.
INIT(n) allokerer et array af leengde n som skal bruges til at holde elementerne i min-hoben. Dette tager
O(n) tid.
INDSET(CPR, indkomst) kalder MIN-HEAP-INSERT(H, indkomst), som vi ved tager O(logn) tid.
SLETLAVESTEINDKOMST() kalder HEAP-EXTRACT-MIN(H) som ogsa tager O(logn) tid. Returveerdien
fra HEAP-EXTRACT-MIN bliver ikke brugt til noget.
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Anden version af registret skal ud over ovenstaende operationer ogsa understgtte folgende operation:

e FINDALLEUNDER(k): Udskriv personnumrene pa alle personer der tjener mindre end k kr om aret.

3.2 Beskriv hvordan anden version af registret kan laves, sa FINDALLEUNDER(k) tager O(ny) tid, hvor
ny er antal personer i registret der tjener mindre end k kr om aret. Procedurene INIT, INDSET og SLET-
LAVESTEINDKOMST skal have samme kgretid som i opgave 3.1. Argumenter for at din procedure er korrekt
og angiv kgretiden for proceduren.

Hvis du ikke kan fa kegretiden ned pa O(ng), sd angiv den bedst mulige implementation af proceduren
(i tekst eller pseudokode), som du kan finde pa (husk stadig argumentation for korrekthed og kgretid).

Vi beholder vores min-hob og laver en algoritme der udnytter min-hob egenskaben A[PARENT(7)]> Ad].
Algoritmen udskriver C'PR nummeret for de elementer der har en indkomst under k startende fra min-
hobens rod. Hvis algoritmen mgder et element hvor indkomsten er stgrre end eller lig med k, sa skal dens
efterkommenre i min-hoben ikke udskrives. Algoritmen anvender en kg @ som er implementeret vha. en
haegtet liste. Pseudokode for FINDALLEUNDER(k) ses herunder.

1: ENQUEUE(Q, 0)

2: while (Q # 0) do

3: i = DEQUEUE(Q)

4. if (H[i].key < k) then

5 print H[i].CPR

6 ENQUEUE(Q,LEFT(7))
7: ENQUEUE(Q,RIGHT(7))
8: end if

9: end while

Algoritmen tilfgjer kun et element til kgen én gang. Alle elementer der bliver tilfgjet til kgen har enten en
indkomst under k eller er barn af et element med indkomst under k. I veerste tilfzelde da vil de ny elementer
med en indkomst under k udggre et komplet bingert tree. Bgrnene af bladene i dette tree tilfgjes ogsa til @,
sa algoritmen tilfgjer i alt 2n; elementer til (). Da ENQUEUE og DEQUEUE tager konstant tid fas en kgretid
pa 2ng = O(ng).
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Opgave 4 (Treeer og rekursion)

Denne opgave handler om rekursion og rodfsestede bingere traeer. Hver knude har enten to eller ingen bgrn.
Knuden 2’s venstre barn betegnes left[x], og dens hgjre barn betegnes right[z]. Hvis knuden x ikke har nogle
bgrn, har left[x] og right[z] den specielle NIL vaerdi. Hvis knude x ikke har nogle bgrn, kaldes den et blad.
Ellers kaldes den en intern knude. Safremt rodknuden for et trae er NIL, er traeet tomt. Hver knude i tracet
har et felt size[z], der indeholder et heltal.

Betragt folgende algoritme:

Algorithm 3 ZERO(x)
1: if (z # NIL) then
2: size[z] =0
3:  ZERO(left[z])

4:  ZERO(right[z])
5: end if

Lad z veere rodknuden for treeet 7. Efter udgrelsen af proceduren ZERO(z) vil alle felterne size[z] veere 0.

4.1 Angiv kgretiden af proceduren ZERO(x) i O-notation, hvor x er roden i et tree med n knuder. Begrund
dit svar.

Linie 2 i algoritmen tager konstant tid. Det rekursive kald i linie 3 far x’s venstre barn som input og
kaldet i linie 4 far x’s hgjre barn som input. Da inputknuden z er rod i et trae vil den aldrig komme i
betragtning igen. Dvs. hver knude far kun sin size veerdi sendret én gang, sa kgretiden for algoritmen er

O(n).

4.2 T de fplgende opgaver betegner T'(x) undertraeet med rod = i 7. Proceduren INITSIZE(x), skal givet
roden z i et tree T med n knuder initialisere felterne sizely] for alle knuder y i T', s& size[y] bliver lig med
antallet af knuder i T'(y). Se eksemplet nedenfor.

size[x] =9

size[y] =1

size[r] =1 size[s] =1 size[t] = 1 size[u] =1
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Giv pseudokode for INITSIZE(x), s& keretiden er O(n). Argumenter for kgretiden af din algoritme, samt for
at den er korrekt.

Basistilfaeldet for vores rekursive algoritme er nar x er NIL, dvs. nar input er et tomt tree. I dette tilfeelde
skal der ikke skrives noget til knuden, saalgoritmen skal ikke foretage noget. Basistilfeeldet for et ikke tomt
treeer nar x er et blad, dvs. nar left[z] = NIL og right[z] = NIL. I dette tilfzelde er stgrrelsen af deltraeet
rodfeestet 1 x lig med 1.

Nar x ikke er et blad, sa er stgrrelsen af deltraeet rodfaestet i z lig med summen af stgrrelsen af deltreeerne
rodfeestet i x’s hgjre og venstre barn plus 1 for at medregne x. For det ikke trivielle tilfeelde skal vi altsa
kende stgrrelsen af deltracerne rodfaestet i 2’s bgrn for at beregne stgrrelsen af deltraeet rodfeestet i x, sa
vores algoritme kaldes fgrst rekursivt pa z’s bgrn. Pseudokode ses herunder.

INITSIZE(z):
1: if (z # NIL) th
if (left[x] = NIL and right[z] = NIL) then
sizelx] =1

3
4:  else
5 INITS1ZE (le ft[x])
6: INITSIZE(1ight[x])
7 size[z] = size[left|x]] + size[right[x]] + 1
8 end if
9: end if

Hvis z er et blad sa tager linie 2 konstant tid. Hvis x ikke er et blad bliver algoritmen kgrt rekursivt pa
2’s hgjre og venstre barn. Saledes bliver x aldrig input til algoritmen igen, sa linie 6 bliver kun kgrt én gang
pr. knude der ikke er et blad. Derfor har algoritmen kgretiden O(n).

For et tree T siger vi at en kant (u, v), hvor u er foraelder til v, er rgd, hvis antallet af knuder i undertraeet
T(u) er mindst dobbelt sa stort som antallet af knuder i T'(v). Dvs. efter udferelse af INITSIZE gaelder
sizelu] > 2size[v] for alle rode kanter (u,v) i T. Se eksempel nedenfor.

size[x] =

sizely] = 1 size[z] =

size[v] =3 ° size[w] = 1

size[r] =1 size[s] = 1
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4.3 Konstruer en rekursiv algoritme RODKANT(z) der givet en rodknude x for et tree returnerer antallet
af rode kanter i trecet. Argumenter for at din algoritme er korrekt. Angiv tidskompleksiteten/keretiden af
din Igsning i O-notation. Begrund dit svar.

Vi laver en rekursiv algoritme, som givet en knude x afggr om knuden har 0, 1 eller 2 rgde kanter til sine
bgrn, og returnerer dette antal plus summen af rgde kanter i deltracerne rodfaestet i x’s bgrn.

Algoritmens basistilfzelde er hvis z er det tomme tree eller x er et blad. I dette tilfselde har treeet ingen
rgde kanter. Det ikke trivielle tilfzelde er nar x er rod i et tree med mere end en knude. I dette tilfzelde skal
algoritmen kontrollere om stgrrelsen af et undertree rodfeestet i et barn y er mindre mindre end size[v]/2,
og i sa fald regne disse kanter som rgde. Pseudokode er givet herunder.

RoODKANT(2):
1: if (x = NIL or (left{x] = NIL and right[x] = NIL)) then
2 return 0
3: else
4:  red_edges =R@DKANT(left[z]) +RODKANT(right[z])
5. if (size[leftfz]] < 22221y then
6: red_edges = red_edges + 1
7. end if ,
8 if (size[right[z]] < %em) then
9: red_edges = red_edges + 1
10:  end if
11:  return red_edges
12: end if

Algoritmen er korrekt fordi den, i det ikke trivielle tilfeelde, forst teeller antallet af rgde kanter i deltreeerne
rodfeestet i a’s bgrn i linie 4, og herefter afggr om de to kanter fra x til dens bgrn er rgde (linie 5 og 8).
Hvis = er et blad tager linie 2 konstant tid. Linie 5 til 11 er et konstant antal aritmetiske operations
og sammenligninger, sa dette tager ogsa konstant tid for hvert rekursive kald. Da algoritmen bliver kaldt
rekursivt pa x’s bern bliver en knude aldrig betragtet mere end én gang, sa algoritmens kegretid er O(n).
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4.4 Angiv i O-notation en gvre graense for antallet af rade kanter, der kan veaere pa stien fra en knude til
roden i et tree T. Begrund dit svar.

Der kan hgjst veere O(logn) rgde kanter pa en sti fra roden til et blad.

Lad v veere en knude med to bern = og y. Hvis kanten (v, z) er red, sa betyder det at size[z] er hgjst
SizTe[v], sa for hver gang vi fglger en rgd kant ned i traeet halverer vi antallet af knuder i traeet rodfaestet i
den nuveerende knude. Da n kan halveres O(logn) gange for n = 1, sa fplger det at en rgd sti fra roden til

et blad hgjst kan veere O(n) dyb.
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Opgave 5 (datastrukturer)

5.1 Lad S veere en stak. Udfor fglgende operationer fra venstre til hgjre: et bogstav i betyder Push(S,i)
og * betyder Pop(S).

D*TU**IN*FOR*M*ATIK

Angiv sekvensen af bogstaver der bliver "pop”’et (returneret af Pop(lS)) af disse operationer:
[A|[DUTIRM [BIDUTNRMKITAOF X|]DUTNRM

[D]DTUINF [E]DUTNRMITAOF [FIDUTNOM

5.2 Lad H vere en kaedet hashtabel (chained hashing) af stgrrelse 7 med hashfunktion h(x) = 3z mod 7.
Angiv hvordan hashtabellen H ser ud efter indseettelse af tallene 4, 1, 12, 8, 10, 11.

H

e e S
2| 0] |
3| e —lefeg—l] |

s| el g1 |
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5.3 Denne opgave omhandler (ubalancerede) binzere spgetracer, som beskrevet i de udleverede noter CLRS
kapitel 12.

Opgave a Angiv hvordan det binzre sggetrae nedenfor ser ud efter indsattelse af et element med nggle 8.

® () &
@ () G{

Opgave b Angiv hvordan det binare sggetrae nedenfor ser ud efter sletning elementet med nggle 4.

@
G
G

() © ()
OO0 O, OO, ©,

Opgave ¢ Angiv den razkkefglge af knuderne bliver skrevet ud i nar man laver et preorder gennemlgb af
ovenstaende tree.

> o

()
OO0 O,

Preorder gennemlgb: 10,4,2,1,3,9,7,12,14,13

13



