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Introduktion til grafer

 Uorienterede grafer

Uorienterede grafer

+ Uorienteret graf (undirected graph). Maengde af knuder (vertices) forbundet parvis

med kanter (edges).
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+ Hvorfor grafer?
+ Modellerer naturligt mange problemer i mange forskellige omrader.
+ Tusindvis af praktiske anvendelser.
* Hundredevis af kendte grafalgoritmer.

Visualisering af internettet




Visualisering af Facebook venskaber

"Visualizing friendships”, Paul Butler

London Metro

London metro, London Transport

Protein interaktionsnetvaerk

Protein-protein interaktionsnetverk, ‘ Y
Jeong et al, Nature Review | Genetics

Grafanvendelser
graf knuder kanter
kommunikation computer kabel
transport vejkryds vej
transport lufthavn fly
spil position lovligt treek
neuralt netveerk neuron synapse
finansnetvaerk valuta, aktier transaktioner
kredsleb logiske porte forbindelse
fodekaede dyrearter rovdyr-byttedyr
molekyle atom bindinger




Terminologi

» Uorienteret graf. G = (V, E)
» V = maengde af knuder
» E = maengde af kanter (par af knuder)
* n=|V[, m=|E|
« Sti/vej (path). Sekvens af knuder forbundet af kanter.
» Kreds (cycle). Sti hvis start- og slutknude er ens.
» Grad (degree). deg(v) = antal naboer af v = antal kanter incidente med v.

+ Sammenhaeng (connectivity). To knuder er forbundne hvis der er en vej i mellem
dem
V={0,1,2,...,12}
deg(2) =3

G / E ={(0,1), (0,2) (0,4),(2,3),..., (11,12)}
sti fra 0 til 3 n=13,m=15
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Uorienterede grafer

. Lemma. Zvev deg(v) =2m

+ Bevis. Hvor mange gange telles kant med i sum?
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Algoritmiske problemer pa grafer

» Vej. Findes der en sti mellem s og t?
+ Korteste vej. Hvad er den korteste vej mellem s og t?
» Laengste vej. Hvad er den lsengste vej mellem s og t?

+ Kreds. Er der en kreds i grafen?
+ Eulertur. Er der en kreds, der benytter hver kant netop en gang?
+ Hamiltontur. Er der en kreds, der benytter hver knude netop en gang?

» Sammenhaeng. Er det muligt at forbinde alle knuder med en sti?
+ Mindste udspaendende tree. Hvad er den bedste made at forbinde alle knuder pa?
» Tosammenhaeng. Er der en knude hvis fiernelse ger grafen usammenhzaengende?

+ Planaritet. Er det muligt at tegne grafen i planen uden kanter der krydser?
+ Grafisomorfi. Repraesenterer to maengde af knuder og kanter samme graf?

Introduktion til grafer

* Repraesentation




Repraesentation

» G graf med n knuder og m kanter.
- Repraesentation. Vi skal bruge felgende operationer pa grafer.
» ADJACENT(v, u): afger om knude v og u er naboer.
» NEIGHBORS(V): returner alle naboer af v.
* INSERT(v, u): tilfgj kant (v, u) til G (medmindre den allerede findes).
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Incidensmatrix

Incidensliste

+ Graf G med n knuder og m kanter.
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+ Incidensliste (adjacency list). 6 ° 6 G a

+ Tabel A[0..n-1].

+ AJi] indeholder liste af naboer af i. e G
. Plads. O(n + 3, deg(v)) = O(n + m) 6»@ 0
» Tid. . o
* ADJACENT, NEIGHBORS OG INSERT i ' [0
O(deg(v)) tid. , _—'E
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» Graf G med n knuder og m kanter. }i \‘
« Incidensmatrix (adjacency matrix). G ° e e a
+ 2D n X n tabel A.
« Ali,jl = 1 hvis i og j er naboer og 0 ellers. a Q‘G
- Plads. O(n?) »Q \
T ¢ (—2
. ) 0123456 7 8 9101112
* ADJACENT i O(1) tid ofo]1]1]o[1]o]o]o]ofo]o]0]0
+ NEIGHBORS(v) i O(n) tid. 1|1]ojojofofo]jo]ofofo]jo]ojo
« INSERT(v, u) i O(1) tid. 21jofojrjolrfojofolojofo]o
3loJof1]of1]1]o]o]o]o]ojo]o
4l1]ojo]1]o]1]o]o]o]o]o]o]o
5|oJof1]1]1]o]o]o]o]o]ojo]o
6loJojo]Jojo]o]o]1]1]o]o]o]o
7loJojo]ojo]o]i1]ojojo]ojo]o
8loJojo]ojo]o]1]o]o]o]o]o]o
9lojofo]ojo]ojojojojo]1f1]1
10{o]ofo]oJojo]o]o]of1]ofo]1
11{o]ofo]ojojo]jojo]oft1]ofo]1
12[fo]ofojo]ojo]ofo]ofi1]1[1]o
Repraesentation
Datastruktur ADJACENT NEIGHBORS INSERT Plads
incidensmatrix o(1) O(n) o(1) O(n?)
incidensliste O(deg(v)) O(deg(v)) O(deg(v)) O(n+m)

« | den virkelige verden er grafer tynde.




Introduktion til grafer

+ Dybdeferst sogning
+ Sammenhaengskomponenter

Dybdefarst sagning

« Algoritme til systematisk at udforske alle knuder og kanter i en graf.
+ Dybdeforst sagning (depth-first search) fra knude s.
+ Lad alle knuder vaere umarkede og besog knude s’
» Besog knude v:
* Marker v.
» Besog alle umarkede naboer af v rekursivt.

* Intuition.
- Udforsk ud fra s i en retning indtil vi nar “blindgyde”.

- Ga tilbage til sidste knude hvor der var flere uudforskede kanter og fortsaet pa
samme made.

- Starttid (discovery-time). Forste gang vi besgger en knude i rekursionen.
« Sluttid (finish-time). Sidste gang vi beseger en knude i rekursionen.

Dybdefarst saggning

» Opgave. Ker DFS fra knude 0 og angiv start- og sluttider. Antag incidenslisterne er
sorterede.

Dybdefarst sagning

DFS(s)
time = 0
DFS-visiT(s) S

DFS-visiT(v)
v.d = time++
marker v
for alle umarkerede naboer u
DFS-visiTCu)
u.m=yvV
v.f = time++

« Tid. (pa incidenslisterepraesentation)
+ Rekursion bliver kaldt p& hver knude hgjst een gang.
+ O(deg(v)) tid ved knude v.
. =ialtOn + ZVEV deg(v)) = O(n + m) tid.

+ Kun knuder forbundet til s bliver besagt.




Farveudfyldning

- Farveudfyldning (flood fill). Skift farve p& sammenhaengende omrade af grenne
pixels.
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+ Algoritme.
+ Byg en gittergraf og ker DFS.
* Knude: pixel.
+ Kant: mellem nabopixels af samme farve

+ Omrade: alle knude forbundet til en given knude.

Sammenhaengskomponenter

+ Def. Et sammenhasngskomponent (connected component) er en maksimal
delmaengder af sammenhaengende knuder.

5y No<cho

+ Hvordan finder vi alle sammenhaengskomponenter?
+ Algoritme.
* Lad alle knuder veere umarkede.
- Séaleenge der findes en umarkeret knude:
+ Veelg en umarkeret knude v og ker DFS pa v.
+ Tid. O(n + m).

Introduktion til grafer

+ Breddeforst sogning

Breddeferst segning

* Breddeforst sogning (breadth-first search) fra s.
* Lad alle knuder veere umarkede.
» Marker s og tilfgj s til ke K.
- Saleenge K ikke er tom:
» Udtag knude v fra K.
* For alle umarkede naboer u af v
» Marker u.
+ Tilfej u til K.

+ Intuition.

+ Udforsk ud fra s i alle retninger i stigende afstand fra s.

+ Korteste-veje fra s.
« Afstand fra s i BFS tree = afstand fra s i graf.




Breddeforst segning

» Opgave. Kar BFS fra knude 0 og angiv korteste veje. Antag incidenslisterne er
sorterede.

Korteste veje

« Lemma. BFS beregner lzengden af den korteste vej fra s til alle andre knuder.
* Intuition.

« BFS inddeler knuder i lag (layers). Lag i indeholder knude med afstand i fra s i
BFS-tree. L1 L

Lo

Ls
+ Hvad indeholder lagene?

* Lo={s}

* L1 = alle naboer til Lo.

* L2 = alle naboer til L1 der ikke er naboer til Lo

* Ls = alle naboer til Lo der ikke er naboer til Lo og L.

* Li= alle naboer til Li-1 der ikke er naboer til Ljfor j < i-1
+ = alle knuder med afstand i til s.

Breddeferstsagning

BFS(s)
marker s
s.d =20 s
K. ENQUEUE(S)
gentag indtil K er tom

v = K.DEQUEUEQ)
for alle umarkede naboer u

marker u
u.d=v.d+1
u.m=v

K. ENQUEUECU)

- Tid. (pa incidenslisterepraesentation)
* Knude besgages hgjst een gang.
+ O(deg(v)) tid ved knude v.
. =ialtOn+ Zvev deg(v)) = O(n + m) tid.

» Kun knuder forbundet til s bliver besagt.

Introduktion til grafer

+ Todelte grafer




Todelte grafer

+ Def. En graf G er todelt (bipartite) hvis og kun hvis alle knuder kan farves rade eller
bl& saledes at alle kanter har et radt og et blat endepunkt.

« Alternativt def. En graf G er todelt hvis og kun hvis knuder kan deles i to meengder
V1 og V2 sa alle kanter gar mellem V4 og V.

» Anvendelser.
* Kodning, skedulering, matching, ....
+ Mange grafproblemer er nemmere pa todelte grafer.

Todelte grafer
+ Udfordring. Givet en graf G, afger om G er todelt.

Todelte grafer
+ Lemma. En graf G er todelt hvis og kun hvis alle kredse i G har lige laengde.

* Beuvis.
+ = Huvis todelt s& starter og slutter alle kredse i samme side.

» & Hvis der er kreds af ulige leengde kan vi ikke farve den.

Todelte grafer

+ Lemma. Lad G veere graf med lag Lo, L1, ..
folgende holder:
1. Ingen kant forbinder 2 knuder i samme lag = G er todelt.
2. En kant forbinder 2 knuder i samme lag = G indeholder en ulige kreds = G

er ikke todelt.

., Lk produceret af BFS. Preecis en af

* Beuvis.
1. Farv lag skiftevis.
2. Lad (u,v) veere kant mellem to knuder i samme lag. Kig péa kreds givet ved sti s

til u + (u,v) + sti v il s.




Todelte grafer

* Algoritme. L1 Lo
+ Kor BFS pa G. Lo
» For hver kant i G undersgg om den er
mellem knuder i samme lag. Ls
- Tid.
+ O(n+m)
L L2
Lo

Grafalgoritmer
Algoritme Tid Plads
Dybdeferst segning O(n + m) O(n + m)
Breddeferst sagning O(n + m) O(n + m)
Sammenhzengskomponenter O(n + m) O(n + m)
Todelte grafer O(n + m) O(n + m)

+ Antager G er givet i incidenslisterepraesentation
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* Uorienterede grafer
* Repraesentation
+ Dybdefearst sggning
+ Sammenhzengskomponenter
+ Breddeforst sogning
+ Todelte grafer




