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Philip Bille

Orienterede grafer

* Introduktion

Orienterede grafer

+ Orienteret graf (directed graph). Maengde af knuder forbundet parvis med
orienterede kanter.

stifra 0 til 3

Vejnetvaerk

» Knude = vejkryds, kant = ensrettet vej.

Helligandsk

3‘(/
s Vintage Cloting (&

K3 & Xoc
Vinbu

‘Guldablesi

ticks
N' Veggies =) Comedy Z0o

obenhavn (&
aede Cykler Kbh (=

eatret A/S (i

2 Copenhagen




Spildopsamling (garbage collection)

» Knude = objekt, kant = peger/reference.
+ Hvilke objekter kan vi na fra en rod?
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» Knude = hjemmeside, kant = hyperlink.
« Webcrawling

PageRank

http ulture.net/article/what_is_in_pagerank

Automater og reguleere udtryk

* Knude = tilstand, kant = tilstandsovergang.
» Accepterer automaten “aab” = findes sti fra 1 til 10 der matcher “aab”?
» Reguleere udtryk kan repreesenteres som automat.
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Afhgengigheder

* Knude = emner, kant = afheengighed.

« Er der nogle cykliske afhaengigheder? Kan vi finde en raekkefglge af emnerne sa vi
undgar cyckliske afhaengigheder?

flettesortering indsaettelsessortering stakke
grafer staerke sammenhaengkomponenter

uorienterede grafer orienterede grafer

tabeller % \

binzer segning haegtede lister
BFS/DFS ————— topologisk sortering

|

korteste veje

T e T

hob Dijkstras algoritme

foren og find
binzere sogetraeer \




Afhaengigheder

tabeller

flettesortering
haegtede lister
stakke

koer
ordboger

indszettelsessorteril

uorientereds
binaer sognin

bineere sogetrazer

orienterede grafer

topologisk sortering

Dijkstras algoritme

steerke sammenhzengkomponenter

Grafanvendelser
graf knuder kanter
internet hjemmeside hyperlink
transport vejkryds ensrettet vej
skedulering job precedens relation
infektionssygdom person infektion
citation artikel citation
objekt graf objekter pegere/referencer
objekt hieraki klasse nedarver fra
kontrol-flow kode hop

Orienterede grafer

. Lemma. Z/ev deg(v) = ZVEV deg*(v) = m.

* Bevis. Hver kant har netop en startknude og slutknude.

Algoritmiske problemer pé orienterede grafer

Sti. Er der en sti fra s til t?

Korteste sti. Hvad er den korteste sti fra s til t.

Orienteret acyklisk graf. Findes der kredse i grafen?

Topologisk sortering. Kan vi ordne knuder i en sekvens sa alle kanter peger samme
vej?

+ Steerk sammenhaengskomponent. Er der en vej mellem alle par af knuder?
« Transitiv afslutning. For hvilke knuder v og w er der en sti fra v til w?




Repraesentation

« G orienteret graf med n knuder og m kanter.

. - Repraesentation. Vi skal bruge felgende operationer pa uorienterede grafer.
Orleﬂterede grafel’ + POINTSTO(v, u): afger om knude v peger pa knude u.

» NEIGHBORS(V): returner alle knuder som v peger pa.

* INSERT(v, u): tilfej kant (v, u) til G (medmindre den allerede findes).

* Repraesentation

Incidensmatrix Incidensliste

+ Orienteret graf G med n knuder og m kanter. « Graf G med n knuder og m kanter.

« Incidensliste.
+ Tabel A[0..n-1].
@ + A[i] indeholder liste af knuder som i
peger pa.
. Plads. O(n + Zvev deg*(v)) = O(n + m)

* Incidensmatrix.

* 2D n x n tabel A.

+ Ali,jl = 1 hvis i peger pa j og 0 ellers.
+ Plads. O(n?)
- Tid.
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Repraesentation

Orienterede grafer

+ Sggning

Datastruktur PoINTSTO NEIGHBORS INSERT Plads
incidensmatrix o(1) O(n) o(1) O(n?)
incidensliste O(deg*(v)) O(deg*(v)) O(deg*(v)) O(n+m)
Sogning
+ Dybdeforst sogning. O__,
» Lad alle knuder veere umarkede og besgg knude s
s O

+ Nar vi besgger knude v:
* Marker v.

- Besgg alle umarkede knuder som v peger pa O
rekursivt.

+ Breddeforst sagning. .
+ Lad alle knuder veere umarkede.
+ Marker s og tilfgj s til ke K. h
+ Séalenge K ikke er tom: ° .
+ Udtag knude v fra K.
+ For alle umarkede knuder u som v peger pa
« Marker u.
« Tilfgj u til K.
+ Tid. O(n + m)

Orienterede grafer

+ Topologisk sortering og DAGs




Topologisk sortering og DAGs

» DAG. Orienteret acyklisk graf (directed acyclic graph). Graf uden kredse.

+ Topologisk sortering (topological sorting). Ordning af knuder vo, vi, ..., va-1 fra
venstre til hgjre sdledes at alle kanter peger mod hgjre.

+ Algoritmiske problemer.
+ Afger om G er en DAG.
+ Beregn en topologisk sortering (hvis den findes).

+ Mal. Vise G er en DAG < G har en topologisk sortering + find algoritme til at lese
begge problemer.

DAGs og topologisk sortering

« Lemma. G har en topologisk sortering = G er en DAG.

+ Bevis. Modbevis.
+ Antag G har topologisk sortering vo, V1, ..., vn-1 0g ikke er en DAG.
+ = G indeholder kreds K.

O—O—OO— OO

+ Kig pa knude vi i K som er leengst til venstre i sortering og knude v; lige for
+ (vj, vi) er kant i K og dermed i G.
+ Men vier for v i reekkefalge = vo, v1, ..., V-1 er ikke en topologisk sortering.

DAGs og topologisk sortering

+ Opgave. Givet en DAG, find pa en strategi til at beregne en topologisk sortering.

DAGs og topologisk sortering

« Lemma. G er en DAG = G har en knude med indgrad 0.
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+ Bevis. Modbevis.
» Antag G er en DAG og alle knuder har indgrad > 1.
« Veelg knude v og folg kanter bagleens fra v.
- Efter n+1 skridt ma der vaere mindst 1 knude u vi har besagt 2 gange.
+ u + de knuder mellem forste og anden gang vi besgger u udger kreds.




DAGs og topologisk sortering

* Lemma. G er en DAG = G har topologisk sortering.

+ Bevis. Induktion over n (antallet af knuder).
» Basisn=1.
+ Induktionsskridt n > 1.
+ Find knude v med indgrad 0.
* G - {v} eren DAG = G - {v} har en topologisk sortering.

+ Placer v laengst til venstre efterfulgt af den topologiske sortering af G - {v}.
Giver topologisk sortering af G da v ikke har nogen indg&ende kanter.

DAGs og topologisk sortering

« Algoritme. Induktionsbevis som algoritme.

ToPSORT(G)
if G = ({v},2) print v
else
find v sé deg(v) = 0
print v
TopSort(G - {v})

+ Korrekthed. Folger af induktionsbevis.

Implementation

- Mal. Implementer algoritmen effektivt pa incidenslisterepraesentation

ToPSORT(G)
if G = ({v},2) print v
else
find v sa deg(v) = 0
print v
TopSort(G - {v})

Implementation

+ Lesning 1. Konstruer omvendt graf GR. Linaeer segning i incidensliste for GR efter
knude med indgrad 0 i hvert skridt.

TopSORT(G)
if G = ({v},2) print v
else
find v sd deg(v) = 0
print v
TopSort(G - {v})

+ Tid per knude.
+ Find knude v med indgrad 0: O(n).
+ Fjern kanter ud af v: O(deg*(v))
. Samlet tid for n knuder. O(n? + 2,y degv) = O(n? + m) = O(n?).




Implementation

» Losning 2. Vedligehold indgrad af hver knude i incidensliste + haegtet liste af alle
knuder med indgrad 0.

deg—tabel
ToPSORT(G)
if G = ({v},2) print v
else
find v sa deg(v) = 0
print v
TopSort(G - {v})

+ Initialisering. O(n+m)
» Tid per knude.
+ Find knude v med indgrad 0: O(1).
+ Fjern kanter ud af v: O(deg*(v))
. Samlet tid for n knuder. O(n + Z\/EV deg*(v)) = O(n + m).

Topologisk sortering og DAGs

* Lemma. G er en DAG < G har en topologisk sortering.

« Theorem. Vi kan afgere om G er DAG og hvis den er sa finde en topologisk sortering
i O(n + m) tid.

Topologisk sortering med DFS

» Topologisk sortering med DFS.

* Ide.
+ Kor DFS pa G.
+ Ved slutning af rekursivt kald til knude v leeg v pa stak.
+ Udskriv stak.

+ Tid. O(n + m)

* Intuition. Finder rekursivt knuder med udgrad 0.

Orienterede grafer

+ Steerke sammenhangskomponenter




Steerke sammenhaengskomponenter

» Def. v og u er steerk sammenhaengende (strongly connected) hvis der er sti fra v til u
og fra u til v.

+ Def. Et steerk sammenhzengskomponent (strongly connected component) er en
maksimal delmaengde af steerk sammenhangende knuder.

Steerke sammenhaengskomponenter med DFS

+ Steerke sammenhaengskomponenter med DFS.
* Ide.
+ Kor DFS pa omvendt graf GR.

-+ Kor DFS pa G ifht. reekkefolge fra forste DFS. Hver rekursiv sggning finder et
staerkt sammenhasngskomponent.

+ Intuition?
+ Korrekthed. Se kap 22.5 i CLRS.
« Tid. O(n + m)

Steerke sammenhaengskomponenter med DFS

» Theorem. Vi kan finde alle steerke sammenhasngskomponenter i O(n + m) tid.

Orienterede grafer

« Implicitte grafer




Implicit graf

« Implicit graf (implicit graph). Uorienteret/orienteret graf G repraesenteret implicit.
+ Implicit repraesentation.

+ Startknude s.

» Algoritme til at generere naboer af en knude.

» Bruges i spil, kunstig intelligens, etc.

Rubiks terning

* Rubiks terning
* n+m = 43.252.003.274.489.856.000 ~ 43 trillioner.

- Hvad er det optimale antal treek man skal bruge pa at "lese" en terning ligegyldigt
hvor man starter?

Rubiks terning
ar nedre graense | o@vre greense
1981 18 52
1990 18 42
1992 18 39
1992 18 37
1995 18 29
1995 20 29
2005 20 28
2006 20 27
2007 20 26
2008 20 25
2008 20 23
2008 20 22
2010 20 20

. cube20.org
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