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Ordbgger

Algoritmisk problem: vedligehold en dynamisk maengde S C U.

insert("\).

*

search()? JA:i S.

search(“0 )7 NEJ: Ikke i S.

(Eksempel: Univers bestdende af unicode-tegn.)



Ordbgger

Ordbog: Vedligehold en dynamisk maengde S. Hvert element x har en
nggle x.key fra et univers U, og noget satellitdata x.data.
Operationer:

search(k) afggr, om et element x with x.key = k findes, og returner
det.

insert(x) tilfgj x til maengden S.

delete(x) fjern x fra maengden S.

Eksempel. Telefonnumre. U = alle ottecifrede tal.

x € § er pa formen (x.key, x.data) dvs. (nummer, navn).

(22773456, Alice) search(22773456)7 Alice.
(33881357, Bob) search(98436512)? lkke i mangde.
(25178809, Don) insert(25178809, Carl)

(26670007, Carl) delete(33881357)



Ordbgger

Anvendelser
» Grundlaeggende datastruktur til at reprasentere en maengde,

» Bruges i mange algoritmer og datastrukturer.

Udfordring: hvordan kan vi implementere ordbgger med nuvaerende
teknikker?




Ordbgger - Igsning med haegtet liste - for langsom!

search (&)
Time:
search(k) - Linezr sggning. O(|S]) tid.
insert(x) - Indsaet i starten af listen. O(1) tid.
delete(x) - Andre hagter. O(1) tid.
Plads: O(]S]) plads.



Dictionaries - Igsning med et array - for stor!

> A er et array af lengde U
> Gem x pa position A[x.key] i A.
search(k) - returner A[k] — O(1) tid.
insert(x) - saet Alx.key] = x — O(1) tid.
delete(x) - sat A[x.key] = null. — O(1) tid.
Plads: O(|U])

Spgrgsmal: Hvornar er dette et problem?
Sarligt ndr U ikke kan vare i RAM, men S kan!

128056
128057
128058
128059
128060
128061
128062
128063
128064
128065

128295
128296
128297
128298
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Ordbgger — to utilfredsstillende Igsninger

Datastruktur

Search

Insert | Delete | Plads
Haegtet liste | O(]S]) | O(1) 0(1) o(]S))
Array 0(1) 0(1) 0(1) o(|u))

Udfordring: Kan vi ggre det bedre?
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Haegtet hashing

0 M
Ide: Brug en hashfunktion h: U — {0,...,m—1} 1 [PE
hvor m = O(]S]). 2 [ aerE
» Vedligehold et array A af leengde m, z ||
» Hver indgang i arrayet peger pa en hagtet 5 [
liste. 6 | |
» Elementet x er gemt et sted i den haegtede 7 | TE
liste ved A[h(x.key)] . g -
Kollision: Nar m < [U|, s& mé der findes 10 [ 1
x.key # y.key, hvor h(x.key) = h(y.key). 11 [
Dette kaldes en kollision. 12| |
@nsker funktion h, s3 der er 3 kollisioner. 13 A
Hash (vb tr) “to confuse, muddle, or mess up”. 1: -




Haegtet hashing

Hvordan det virker.
> insert(d)
h(&) =0
> insert("\)
h(\) =7
> search(«1)
h(=%) = 15

> search(@)
h(¥) = 2
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Haegtet hashing

Hvordan det virker.

search(k) - gennemsgg A[h(k)] 's liste efter k.

insert(x) - indsaet x i A[h(x.key)] s liste.

delete(x) - slet x fra liste.

Time:
search(k) - O(|listens laengdel) tid
insert(x) - O(1) tid (indseet forrest)
delete(x) - O(1) tid (sendre haegter).
Plus den tid det tager at beregne h(x.key)

Plads:
O(m +|S]) = O(|S])
Plus pladsen for at gemme h
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Hagtet hashing - @velse

Indszet de fglgende nggler K i en hashtabel af stgrrelse 9
med haegtet hashing ved brug af den fglgende
hashfunktion:

h(k) =k mod 9

K =5,28,19,15,20,33,12,17,10

Hvor lang bliver den lengste haegtede liste?

coNOOUS WN O




Haegtet hashing

How it works.

search(k) - gennemsgg A[k] s liste efter k.

insert(x) - indsaet x i A[h(x.key)] s liste.
delete(x) - slet x fra liste.
Time:
search(k) - O(|listens laengde|) tid
insert(x) - O(1) tid (indseet forrest)
delete(x) - O(1) tid (sendre haegter).

Plads:
O(m+ [S]) = O(|S])

S& hvor lang er den liste? — Kommer an pa h.
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Eksempel — darlig hash function.

(22773456, Alice)

(33881357, Bob)

(25178809, Don)

(26670007, Carl)

(45251199, DTU Study Guidance)
(45257246, SU Office)

(45873585, MizzPizza)
(45257300, DTU Study Administration) 4

Ide: |S| < 10, sa lad os hashe et nummer til dets fgrste ciffer.
Er det en god ide? (nej.)

A BANODNDODN



Uniform hashing

Imagine there's a
uniform hash function h: U — {0,...,m — 1}.



Uniform hashing

Definition (Belastningsfaktor (load factor))
a = |S|/m. Gennemsnitsleengden af listerne.
m=0(n) = a=0(1).
Drgmmescenarie: Forestil dig at
» For hvert x € U er h(x) uafhangigt uniformt
tilfeeldig i {0,...,m —1}.
Sa:
» Forventet lengde af hver liste = a.
» = search(k) tager O(«a) = O(1) tid.
> Search, Insert, Delete: O(1) tid.
O(]S]) plads. (Stadigveek)
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Ordbgger — to utilfredsstillende og en fantasilgsning

Datastruktur Search | Insert | Delete | Plads

Haegtet liste o(|S]) | O(1) 0(1) o(|S))
Array 0(1) 0(1) 0(1) o(|U))
Haegtet hashing | O(1)7 0o(1) o(1) o(|Ss))

f: Forventet kgretid. Antager uniform hashing.

Udfordring: Find en hashfunktion som virker og som rent faktisk findes.



Universal hashing

Mal: Undga kollisioner h(y) = h(x) for x # y.
Hvis h(x) og h(y) er uafhaengig uniform tilfaldige, sa er

Prih(x) = h(y)] = 1/m

Definition (Universal hashfunktion)
h er universal hvis for alle x,y € U hvor x # y, Pr{h(x) = h(y)] <1/m
Alle operationer i (forventet) O(1) tid!



Universal hashing - eksempel

multiply-mod-prime
hap(x) = ((ax +b) mod p) mod m

Velg h tilfeldigt ved at seette a€ {1,...,p— 1} og b€ {0,...,p— 1}
uafhaengigt uniformt tilfeeldigt.
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Hashfunktioner

Ikke-heltal? Alt er gemt som bits og kan derfor fortolkes som heltal.
E.g. strenge: Hvert bogstav svarer til et tal. Tag "CLRS":

» 256 ASClI-koder for bogstaver.
» C=67,L=76,R=820g$S = 83.

> = "CLRS"
=67 -256° + 76 - 2562 + 82 - 2561 + 83 - 256° = 1129075283



Hashing

Datastruktur Search | Insert | Delete | Plads

Hagtet liste o(|s)) | o(1) 0o(1) o(|S))
Array 0(1) 0(1) 0(1) o(|U))
Haegtet hashing | O(1)T 0o(1) o(1) o(|Ss))

. Forventet kgretid.
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Lineaer probering - ide

HENFAEENENEENZEE

01 2 3 456 7 8 9101112131415
» Vedligehold et array af lzengde m
> ldea: Gem x pa plads A[h(x.key)]
» Udfordring: Kollisioner.




Linezer probering

(2] [alofs[ [ [Nl [ [ Al |1

0123 456 7 8 9101112131415

» Vedligehold et array af leengde m
» En klynge (cluster) er en sekvens af konsekutive ikke-tomme pladser.
> Gem x pa plads A[h(x.key)], eller et sted i den klynge, der
indeholder h(x.key), til hgjre for h(x.key).
Example:
Insert(&). h(€) = 8.
Delete(&3). h(&) = 7. h(N)=7.
Search(¥). h(¥) = 2.
Plads: m = O(|S|). Tid: O(|cluster|). «+— O(1) for velvalgte
hashfunktioner h.



Analogier

oﬂ23456789”.h

/& /’i@% NG ﬁ?

Linezer probering: Som en hylde.
Ikke plads til '\ pa h('\) =7,

S3 indset N\ p3 den naermeste
ledige plads til hgjre for.

Haegtet hashing: Som en kommode.
Ngdt til at sgge linezert gennem
skuffe nr. 8 for at finde &2



Linezer probering

Kampe fordel: Linezer probering er cacheeffektivt.

i

Chaining

(3]

Linear

probing

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Load factor

Average cache misses
per lookup
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Lineaer probering - @velse

Indsat fglgende nggler K i et array af leengde 9 ved linezer
probering med hashfunktionen

h(k) =k mod 9
K =5,28,19,15, 20,33
Derefter, slet 28.

Hvor mange indgange er besggt hvis man leder efter ngglen 17



