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Foren og find

Forén og find: (union-find)
Vedligehold en dynamisk familie af mangder under fglgende operationer:
Init(n) opret maengder {0},{1},...,{n—1}

Union(/, ) forén de to maengder der indeholder hhv. i og j.
Hvis i og j er i samme mangde, skal der ingenting ske.

Find(i) returnér en repraesentant for maengden der indeholder i.
INIT(9)
{0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8}
UNION(5,0)
{1,0,6} {8, 63,2,7} {4, 5}—————p {1, 0, 6,4,5} {8,3,2,7}

Repraesentant kan vaere hvilket som helst element i maengden.

Find(i) == Find(j) hvis og kun hvis i og j er i samme mangde.
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Foren og find — anvendelser

Anvendelser:
@ Dynamiske sammenhangskomponenter.

@ Mindste udspandende trae.

Unificering i logik og oversattere (afggr om udtryk er ens).
o Narmeste falles forfader i traeer.
@ Hoshen-Kopelman algoritme i fysik

Spil (Hex og Go)

@ lllustration af snedige teknikker til design af datastrukturer.
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Hurtig find

Hurtig find: (quick find)
Vedligehold et array id[0..n-1] s4 id[i] er repraesentant for i.

Init(n) seet alle elementer til at veere deres egen repraesentant,

Union(i,j) hvis Find(i) # Find(j), opdatér repraesentant for alle elementer
i den ene maengde,
Find(i) returnér repraesentant.
INIT(9)
{0} {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8}

01 23 456 7 8
d0fof1]2]3]4]s5][6]7]8]

UNION(5,0)
{1,0,6} {8,3,2 7} {4, 5}———>{1,0,6,4,5} {8,3,27}
01 2 3 45 6 7 8 01 2 3 456 7 8
idilf1]1]3]|3][5]5]1]3]3] [1]1]3]3]1]1]1]3]3]
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Hurtig find

INIT(n): UNIONG.)):
fork = 0 to n-1 ilD = FIND(i)
id[k] = k jID = FIND(j)
d{k] if (ilD = jID)
- fork =0ton-1
FINDG): if (id[k] == iID)
return id[i] id[k] = jID
UNION(5,0)
{1,0,6} {8,3,2,7} {4, 5}——>{1,0,6,4,5} {8,3,2,7}
01 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 4 5 6 7 8
a[1[1]3]3]s[s[1]3]3] [x]r][3[3][2][1]1][3]3]

Tid: Init O(n) tid. Union O(n) tid. Find O(1) tid.

Eva Rotenberg, baseret pd materiale af Bille&Ggrtz Foren og find



Foren og find

Foren og find

Hurtig find

Hurtig forening

Vaegtet forening

Stikompression

Dynamiske sammenhangskomponenter

aseret pad materiale af Bille&Ggrtz Foren og find



Hurtig forening

Hurtig forening: (quick union)

Vedligehold hver maengde som et rodfaestet tree.

Implementér trae som array p[0..n-1] s pli] er foraelder af i, og p[root] = root.
Roden af tree er repraesentant for maengde.

Init(n) lav n treeer med et element hver,

Union(i,j) hvis Find(i) # Find(j), ggr rod af det ene tre til barn af roden
af det andet trz,

Find(i) felg sti til rod og returnér rod

012345678 2345678
pllfofof7]2]4a]a]o]7]7] |o|o|7|2|o|4|o|7|7|
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Hurtig forening

INIT(n):
fork = 0 to n-1 UNION(L):
plid = r = FIND())
FIND(i): r; = FIND(j)
while (i !'= p[i]) if (ri = rj)_
i = pli] plril=r
return i

Tid: Init(n) O(n). Find(i): O(d;), d; er dybden af i i i's tree. Union(i,j):
O(d; + d;). (Igen er d; dybden af j i j's trae.)
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Hurtig forening

Union og Find afhanger af dybden af traeet. N
Darlig nyhed: Dybden kan vaere n — 1. d=4
Udfordring: Kan vi satte traeerne snedigt sammen s3 vi :
begraenser dybden?

d=nl——
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Veagtet forening

Vagtet forening: (weighted quick union) udvidelse af hurtig forening.
Vedligehold ekstra array sz[0..n-1] sledes at sz[i] = stgrrelse (antal elementer)
af deltreeet bestdende af i og dens efterkommere.

Init som fgr + initialisér sz[0..n-1]
Find som fgr

Union(i,j) hvis Find(i) # Find(j), tag roden af det mindste af de to traeer
og ggr det til barn af roden af det stgrste trae. Opdater sz.

Intuition: Vaegtet forening balancerer traerne.

sz[rj] = sz[r] + sz[r]]
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Vaegtet forening — analyse

Vagtet forening: Det mindste traes rod bliver barn af roden af det stgrste trae.
Lemma: Med vaegtet forening er dybden af en knude hgjst log, n.

Bevis: Kig pa en knude i med dybde d;.

Til at starte med er d; = 0.

d; gges med 1 nar traeet med i forenes med et stgrre tree.

O

Efter en sadan forening er det nye tra mindst dobbelt s& stort.
Hvor mange gange kan vi fordoble, fgr vi har stgrrelse n? log, n.
Derfor: i har dybde < log, n.
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Foren og find

Datastruktur UNION FIND

hurtig find Oo(n) O(1)

hurtig forening o(n) o(n)
veegtet forening O(log n) O(log n)

Udfordring: kan man ggre det bedre?

Eva Rotenberg, baseret pd materiale af Bille&Ggrtz Foren og find



Foren og find

Foren og find

Hurtig find

Hurtig forening

Vaegtet forening

Stikompression

Dynamiske sammenhangskomponenter

aseret pad materiale af Bille&Ggrtz Foren og find



Stikompression

Stikompression: Komprimér stien ved Find

Dvs: alle knuder pa stien bliver barn af rodknuden.
/Endrer ikke pa tid for en Find operation.

Bonus: Efterfglgende Find operationer bliver hurtigere.
Virker bdde med hurtig forening og vaegtet forening.
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Stikompression

Teorem [Tarjan 1975]: Med stikompression tager enhver sekvens af m Find og
Union operationer over n elementer O(n + ma(m, n)) tid.

a(m, n) er den inverse til Ackermanns funktion. (« vokser meget langsomt.)
Teorem [Fredman-Saks 1985]: Det er ikke muligt at understgtte m Find og

Union operationer over n elementer i O(n+ m) tid.
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Foren og find

Datastruktur Samlet tid m foreninger
hurtig find O(mn)
hurtig forening O(mn)

vaegtet forening O(n+ mlogn)
vaegtet+stikompr. | O(n+ ma(m, n))

Spgrgsmal: Kan man opnd O(n + m) samlet tid? Svar: Nej.
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Dynamiske sammenhangskomponenter

Dynamiske sammenhangskomponenter. Vedligehold en dynamisk graf under

fglgende operationer:
Init(n) opret en graf G med n knuder og ingen kanter.
Connected(u,v) afggr om u og v er sammenhangende.

Insert(u,v) tilfgj kant (u,v).

O—& O O—CO—0—

Spgrgsmal: Effektiv Igsning ved brug af foren og find?
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Dynamiske sammenhangskomponenter

Dynamiske sammenhangskomponenter. via foren og find.

Init(n) Init(n) (opret foren-og-find-struktur).
Insert(u,v) Union(u,v) (foren u og v's maengder).
Connected(u,v) Find(u)=Find(v) (‘ja’ nar de er i samme maengde).

O—& O O—CO—O0—

Tid: Samme tid som foren og find!
| denne lektion har vi set, at:
vi kan lave init i O(n) tid, og Insert og Connected i O(log n) tid.
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