Uge 12: Binaere s@getraeer

* Neermeste naboer

* Binaere sggetraeer

* Indseettelse

* Predecessor og successor
 Sletning

« Algoritmer pa traeer

Carsten Witt

(baseret pa Philip Billes materiale)



Binaere sggetraeer

* Neermeste naboer



Neermeste naboer

* Neermeste naboer: vedligehold en dynamisk maengde S af elementer. Hvert element
har en nggle x.key og satellitdata x.data.

* PREDECESSOR(K): returnér element med stagrste nggle < k
» SUCCESSOR(K): returnér element med mindste nggle = k
* INSERT(X): tilfgj x til S (vi antager X ikke findes i forvejen)
 DELETE(X): flern x fra S
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Neermeste naboer

* Anvendelser:
« Sggning efter relateret data (typisk mange dimensioner)
 Rutning pa internettet

 Udfordring: hvordan kan vi lgse problemet med nuvaerende teknikker?



Neermeste naboer

* Lgsning 1: haegtet liste: gem S | en dobbelt-haegtet liste

head
\66;54; 1 96 Ll16 4113

PREDECESSOR(K): lineaer sggning efter element med starste nggle < k

SuccEessoR(K): lineaer sggning efter element med mindste nggle = k

INSERT(X): Indsaet x | starten af liste

DELETE(X): fjern x fra liste

« Tid:
* PREDECESSOR 0g SUCCESSOR | O(n) tid (n =|S])
* INSERT og DELETE 1 O(1) tid

Plads:
* O(n)



Neermeste naboer

* Lgsning 2: sorteret array: gem S | array sorteret efter nggle

2 3 4 5 6 7
1 13|16 |41 | 54 | 66 | 96

PREDECESSOR(K): binaer sggning efter element med stgrrste nggle < k

SuccEssOR(K): binager sggning efter element med mindste nggle = k

INSERT(X): lav nyt array af stgrrelse +1 med X tilfgjet

DELETE(X): lav nyt array af starrelse -1 med x fjernet

« Tid:
* PREDECESSOR 0g SUCCESSOR | O(log n) tid
* INSERT 0og DELETE | O(n) tid

Plads:
* O(n)



Neermeste naboer

haegtet liste O(n) O(n) O(1) O(1) O(n)

sorteret array O(log n) O(log n) O(n) O(n) O(n)

« Udfordring: kan vi ggre det betydeligt bedre?



Binaere sggetraeer

* Binaere sggetraeer



Bingere sggetraser

* Bineert tree: rodfaestet trae, hvor hver intern knude har
et venstre barn og/eller et hgjre barn

 Bineert tree (alternativ, rekursiv def.): et binaert trae er
enten tomt eller en knude med to bineere traeer som
barn (venstre deltree og hgjre deltree).

* Binaert sggetrae (binary search tree): binaert tree der
overholder sggetraesinvarianten

« Sggetraesinvariant (binary search tree property):
 Alle knuder indeholder et element med en nggle.
» For alle knuder v:
« alle nggler i venstre deltrae er < v.key,
« alle nggler i hgjre deltree er =2 v.key.




Bingere sggetraser

- Repraesentation: hver knude x bestar af root\
* Xkey null
¢ X.IEft 15
* X.parent / -
 (x.data) - 3
* Plads: O(n) —* ~ null | null
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Binaere sggetraeer

* Indseettelse



Indsaettelse

* INSERT(X): start i rod. Ved knude v:
* hvis x.key < v.key ga til venstre,
* hvis x.key > v.key ga til hgjre,
 hvis null, indseet x.

Q @ INSERT(9)
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Indsaettelse

* INSERT(X): start i rod. Ved knude v:
* hvis x.key < v.key ga til venstre,
* hvis x.key > v.key ga til hgijre,
* hvis null, indsaet x.

* Opgave: Indseet fglgende ngglesekvens i bingert sggetree: 6, 14, 3, 8, 12,9, 34, 1, 7

PAUSE



Indsaettelse

* INSERT(X): start i rod. Ved knude v:
* hvis x.key < v.key ga til venstre,
* hvis x.key > v.key ga til hgijre,
 hvis null, indsaet x.

* Opgave: Indseet fglgende ngglesekvens i bingert sggetree: 6, 14, 3, 8, 12,9, 34, 1, 7




Indsaettelse

INSERT(X,V)
if (v == null) return x
if (x.key < v.key)
v.left = INSERT(X, v.left)
if (x.key > v.key)
v.right = INSERT(X, v.right)

* Tid: O(h), hvor h = hgjde af traeet



Binaere sggetraeer

* Predecessor OJg SUcCCessor



Predecessor

 PREDECESSOR(K): start i rod. Ved knude v:
 hvis v == null: returnér null,
 hvis k == v.key: returnér v,
* hvis k < v.key: fortsaet sggning | venstre deltrae,
 hvis k > v.key: fortsaet sggning | hgjre deltree,
 hvis der findes element x med nggle < k i hgjre deltree, returnér x.
* ellers returner v.
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Predecessor

 PREDECESSOR(K): start i rod. Ved knude v:
 hvis v == null: returnér null,
 hvis k == v.key: returnér v,
* hvis k < v.key: fortsaet sggning | venstre deltrae,
 hvis k > v.key: fortsaet sggning | hgjre deltree,
 hvis der findes element x med nggle < k i hgjre deltree, returnér x.
* ellers returner v.




Predecessor

PREDECESSOR(V, k)
if (v == null) return null
if (v.key == k) returnv
if (k < v.key)
return PREDECESSOR(v.left, k)
t = PREDECESSOR(v.right, k)
if (t # null) return t
else return v

* Tid: O(h), hvor h hgjde af traeet
* SUCCESSOR med tilsvarende algoritme i O(h) tid



Binaere sggetraeer

 Sletning



Sletning

* DELETE(X):
« X har 0 bgrn: fijern x.
e X har 1 barn: split x ud.

e X har 2 bgrn: find y = knude med
mindste nggle > x.key. Split y ud og
udskift x med .
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Sletning

* DELETE(X):
« X har 0 bgrn: fjern x.
« X har 1 barn: split x ud.

« X har 2 bgrn: find y = knude med
mindste nggle > x.key. Split y ud og
udskift x med .

+ Tid: O(h)



Bingere sggetraser

Datastruktur PREDECESSOR| SUCCESSOR INSERT DELETE Plads
haegtet liste O(n) O(n) O(1) O(1) O(n)
sorteret array O(log n) O(log n) O(n) O(n) O(n)
bineert sggetree O(h) O(h) O(h) O(h) O(n)
balanceret bineert | 500 0y | Ogogn) | O(ogn) | Ofogn) | OmM)

sggetrae

* Hgjde: afhaengig af sekvens af operationer

* h =Q(n) i veerste fald og h = O(log n) i gennemsnit

« Balancerede binaere sggetraeer:

* Bibeholder effektiv sggning og samtidigt begraenser hgjden i veerste fald med
O(log n) (2-3 tree, AVL-treeer, rgd-sorte treeer, ...).

 Med mere avancerede strukturer kan man klare sig endnu bedre.




Bingere sggetraser

* Neermeste naboer:
* PREDECESSOR(K): returnér element med stgrste nggle < k
» SUCCESSOR(K): returnér element med mindste nggle = k
* INSERT(X): tilfgj x til S (vi antager x ikke findes i forvejen)
 DELETE(X): flern x fra S

« Andre operationer pa bineer sggetreeer:
« SEARCH(K): afggr om element med nggle k findes i S og returnér givetvis

TREE-SEARCH(X, K): afggr om element med nggle k findes | deltree med rod x og
returner givetvis

TREE-MIN(X): returnér det mindste element i deltrae med rod x

TREE-MAX(X): returnér det stgrste element i deltrae med rod x

TREE-PREDECESSOR(X): returnér element med stgrste nggle < x.key

TREE-SUCCESSOR(X): returnér element med mindste nggle = x.key



Binaere sggetraeer

e Algoritmer pa treeer



Algoritmer pa traeer

« Kendte algoritmer pa treeer:

* Hobe (MAX, EXTRACT-MAX, INCREASE-KEY, INSERT, ...)

« Forén og find (INIT, UNION, FIND, ...)

* Binaere sggetraeer (PREDECESSOR, SUCCESSOR, INSERT, DELETE, ...)
- Udfordring: hvordan kan vi designe algoritmer pa (bineere) treeer?



Algoritmer pa traeer

« Rekursion pa binaere treeer:
 Los problem pa deltree med rod v:
 Las problemet rekursivt pa venstre og hgjre deltree.
« Kombinér lgsninger pa deltraeer til lgasning for tree med rod v.




Algoritmer pa traeer

« Eksempel: beregn size(v) (= antal af knuder i deltraee med rod v):

* hvis v er tomt: size(v) = 0,
* hvis v er ikke-tomt: size(v) = size(v.left) + size(v.right) + 1.

S1ze(v)
If (v ==null) return 0
else return Size(v.left) + Size(v.right) + 1

« Tid: O(size(v))



Traegennemigb

* Inorder-gennemlgb (inorder traversal):

* besag venstre deltree rekursivt, @

* besgg knude,

* besgg hgjre deltrae rekursivt. e @
« Udskriver knuderne i et bineert sggetree | a @

sorteret reekkefglge.

* Praeorder-gennemigb (preorder traversal):
* besg@g knude, @
* besgg venstre deltrae rekursivt,

* besgg hgjre deltrae rekursivt.
Inorder: 1, 3, 8, 11, 13, 14, 15, 20

. Postorder-gennemigb (postorder traversal): reeorder: 15,8, 1, 3,14, 11, 13, 20

» besgg venstre deltrae rekursivt, Postorder: 3, 1, 13, 11, 14, 8, 20, 15

* besgg hgjre deltrae rekursivt,
* besgg knude.



Traegennemigb

INORDER(V)

if (v == null) return @

INORDER(V.left)

print v.key ° @

INORDER(V.right)

PREORDER(V)

if (v ==null) return e @

print v.key

PREORDER(V.left) @

PREORDER(V.right)

POSTORDER(V) Inorder: 1, 3, 8, 11, 13, 14, 15, 20
if (v ==null) return
POSTORDER(V.left) Preorder: 15, 8, 1, 3, 14, 11, 13, 20
POSTORDER(v.right) Postorder: 3, 1, 13, 11, 14, 8, 20, 15
print v.key

* Tid: O(n)



Binaere sggetraeer

* Neermeste naboer

* Binaere sggetraeer

* Indseettelse

* Predecessor og successor
 Sletning

« Algoritmer pa traeer



